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Ključne besede: elastične lupine 
 tlak 








Raziskujemo stabilna stanja dveh preko cevi z ventilom povezanih balonov, ki sta 
napolnjena z različnim tlakom. Ko ventil odpremo, med balonoma steče tok zraka, dokler se 
tlaka ne izenačita. To stanje je lahko stabilno ali pa ne. Stabilnost razumemo kot zmožnost, 
da ostane sistem v ravnovesju kljub manjši motnji. Najprej smo z eksperimentom prišli do 
karakteristike obravnavanih balonov. Merili smo tlak z merilnikom tlaka in prostornino s 
pomočjo programa za merjenje dimenzij na posnetih fotografijah balona. Nato smo izrisali 
še teoretično krivuljo z uporabo Mooney-Rivlinovega reološkega modela. Sledila je 
primerjava teh dveh krivulj in analiza stabilnosti. Zapisali smo tudi program, ki računa 
pretok zraka in prikazuje spremembo tlaka v balonih. Prišli smo do ugotovitve, da je 
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We investigated the steady states of two valve-connected balloons with different pressure. 
When the valve is opened, the air flows between the balloons until the pressure in the 
balloons equalizes. This condition may or may not be stable. Stability is understood as the 
ability to keep the system in balance despite a minor disturbance. To determine the 
characteristics, we first carried out the experiment. We measured the pressure and volume 
using image measurement software. Next, we plotted a theoretical curve using the Mooney-
Rivlin rheological model. A comparison of these two curves and an analysis of stability 
followed. We also wrote a program which calculates the flow of air and shows the change 
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Seznam uporabljenih simbolov 
Oznaka Enota Pomen 
   
𝐶1, 𝐶2 MPa materialni konstanti 
𝐿 mm dolžina 
𝑙 / normirana dolžina 
𝑄 mm3/s pretok 
𝑉 mm3 prostornina 
𝑎 mm širina elipse 
𝑏 / parameter oblike balona 
𝑐 / parameter oblike balona 
𝑑 mm debelina 
𝑘 kg/s mm4 upor 
𝑝 mbar tlak 
𝑟, 𝑅 mm polmer 
𝑭 / deformacijski gradient 
𝒆 / bazni vektor 
𝛿 / parameter debeline stene 
𝜂 / Lagrangeov množitelj 
𝜆 / razteg 
𝜇  Pa s dinamična viskoznost 
𝝈 MPa napetostni tenzor 
𝑎, 𝑏 mm notranji in zunanji polmer v def. stanju 
𝐴, 𝐵 mm notranji in zunanji polmer v nedef. stanju 
   
Indeksi   
   
novi novi  
začetni začetni  
𝑟 radialna smer  
𝑥 smer x  
𝑦 smer y  
𝑧 smer z  
𝜃 kot, smer  
𝜑 kot, smer  
z zunanji  
n notranji  










1.1 Ozadje problema 
Poznano je, da je gumijasti balon, ki ga poznamo iz vsakdanjega življenja, sprva težko 
napihniti. Od trenutka, ko je dosežena točka najvišjega tlaka, ki se pojavi v prvi fazi 
polnjenja, pa postane napihovanje bistveno lažje. Gumijasti baloni imajo značilno teoretično 
karakteristiko tlak–volumen (slika 1.1 b)). Na podlagi te lahko sklepamo, kdaj sta npr. dva s 
cevko povezana balona v ravnovesju. To naj bi se pojavilo, ko imata oba enak tlak. Zanimal 
nas je pretok zraka med dvema balonoma, kaj se dogaja oz. kako zrak potuje iz enega balona 
v drugega, pod pogojem, da nista enako napihnjena (slika 1.1 a)), kdaj dosežeta stabilno 
stanje in zakaj v nekaterih primerih, kljub temu da imata balona enak tlak, nista v stabilnem  




Slika 1.1: a) Balona v dveh stanjih (levi manj, desni bolj napihnjen); b) Shematična oblika krivulje balona 






Predstavljena študija ima tudi praktično vrednost. Srčne prekate ali pljuča lahko 
obravnavamo kot sistem povezanih balonov, v prihodnosti so vizije shranjevati energijo pod 
morjem v posebnih balonih [11]. Karakteristike sistemov balonov so tako zanimive za 
nadaljnja odkritja in uporabnost v prihodnosti.  
 
1.2 Cilji 
Pred obravnavo sistema dveh povezanih balonov je potrebno analizirati lastnosti 
posameznega balona. To bomo storili z meritvami tlaka in prostornine enega balona pri 
različnih stopnjah napihnjenosti. Pri meritvah in nadaljnji obravnavi histereze materiala ne 
bomo upoštevali, saj predpostavljamo, da je njen vpliv pri skoraj statičnih meritvah majhen.  
 
Za teoretično analizo tlačno-volumske karakteristike balonov bomo uporabili Mooney-
Rivlinov reološki model, privzeli bomo sferično obliko balona in upoštevali, da je debelina 
stene majhna v primerjavi z radijem balona. Predvidevamo, da napaka zaradi tega ne bo 
prevelika. Teoretično krivuljo bomo primerjali z eksperimentalno dobljeno in s pomočjo 
prilagajanja teoretične krivulje eksperimentalni določili manjkajoče materialne parametre.  
 
Zatem bomo merili volumen in tlak obeh balonov, ki sta med seboj povezana s cevko preko 
ventila. Ob dobljenih meritvah in podanih enačbah modela bomo izrisali začetno in končno 
stanje obeh balonov ter ugotavljali, v katerem primeru pridemo do stabilnega stanja pri istem 
tlaku in kdaj ne. Stabilnost razumemo kot zmožnost, da ostane sistem v ravnovesju kljub 
manjši motnji (npr. majhna sprememba tlaka v enem od balonov). Na koncu se bo izdelal še 
program, ki preračuna tok zraka po času oz. izračuna, kako se tlak v obeh balonih spreminja, 
dokler se ne ustali.  
 
Pričakuje se, da bo imela krivulja balona, dobljena z meritvami, obliko znane teoretične 
krivulje in da bomo lahko na podlagi karakteristike enega balona najprej teoretično določili, 
kje so stabilna stanja, nato pa to preverili z eksperimentom. Največja težava bo pri merjenju 
volumna, saj balon ni idealne sferične oblike, v nekaterih stanjih pa tudi ne elipsoidne (slika 
1.2). Dobro stran pa je ta, da je rotacijsko telo. Zaradi težje izmerljivega volumna in 
teoretične predpostavke, da je balon idealne sferične oblike, lahko pričakujemo, da se 
teoretična krivulja, dobljena na podlagi modela, ne bo nikoli popolnoma prilagajala 




Slika 1.2: Različne oblike balonov pri različnih tlakih in prostornini. 
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2 Teoretične osnove 
2.1 Material 
 
Raztegljivost balona je odvisna od materiala. Večina balonov je narejena iz gume, lateksa 
ali najlonskih vlaken. Osredotočili se bomo na gumijaste, ki so najbolj pogosti v vsakdanji 
rabi. 
 
Gumo sestavljajo dolge, fleksibilne verige iz polimerov, ki so zvite in združene skupaj z 
naključno orientiranimi kemijskimi vezmi (slika 2.2). Ko napihujemo balon, s tem 
raztegujemo material in hkrati začnemo izravnavati verige. Povprečna razdalja med vezmi 
se poveča, s tem sprožimo nasprotujočo silo, ki teži k temu, da bi se balon vrnil v prvotno 
oz. začetno obliko. Na začetku se proti tej sili zelo težko borimo, težko pihamo zrak v balon. 
Vendar ko deloma izravnamo verige, postanejo te bolj organizirane in guma postane bolj 
raztegljiva. To je videti tudi na sliki 2.2, ko se graf »izravna« po začetnem strmem delu. 
 
Če jih preveč izravnamo, se balon deformira oz. se nikoli več ne vrne v začetno stanje, 
postane »raztegnjen«. Če pa jih še bolj izravnamo in preveč povečamo razdaljo med vezmi, 




Slika 2.1: Polimerne verige gume pri različnih raztezkih [1]. 
 
Graf napetost-deformacija za gumo (slika 2.2) prikazuje histerezo gume. Ko namreč balon 
napihnemo (obremenimo), se deformira, ko ga izpraznimo (razbremenimo), pa se v svojo 
prvotno obliko ne vrne po isti krivulji. Ploščina pod posamezno krivuljo predstavlja energijo, 
ki jo material balona absorbira pri raztegovanju, in energijo, ki se sprošča, ko je sila 
odstranjena oz. se zrak spušča. Material balona pri polnjenju absorbira več energije, kot pa 
jo odda pri praznjenju. Razlika je prikazana z obarvanim delom [3].





Slika 2.2: Graf napetost-deformacija [3]. 
 
2.2 Karakteristika sferičnega balona 
Gumijasti balon, ki ga obravnavamo, ima poenostavljeno, sferično obliko s tanko steno.  
Obstaja veliko materialnih modelov za obravnavanje nelinearne karakteristike gume, kot so 
Varga, Mooney-Rivlin, Ogden, Gent-Thomas in Gent. Prvi, ki je popisal to nelinearno 
karakteristiko, je bil Osborne leta 1909. 
 
Obstajata tudi dva 3-parametrna modela, in sicer Gent-Gentov in Mooney-Rivlinov, ki  
pokrivata širok spekter že zgoraj naštetih modelov, zato sta največkrat uporabljena. V 
teoretični obravnavi bomo uporabili dvo-parametrični Mooney-Rivlinov model [4, 6]. 
 
 
2.2.1 Karakteristika sferičnega balona po modelu Mooney-
Rivlin 
Karakteristična krivulja balona, ki prikazuje odvisnost nadtlaka v balonu glede na njegovo 
okolico in polmer balona, ni monotona, temveč ima značilno N obliko, prikazano na sliki 
2.3. Sprva nadtlak v balonu skoraj linearno narašča, dokler ne pride do lokalnega 
maksimuma, nato pada in se na neki točki ponovno začne vzpenjati [4].  
 
 




Slika 2.3: Tlak-radij karakteristika balona [6]. 
 
Ko balon napihujemo, se mu spreminja tlak, kar bomo poizkusili analitično opisati. 
Predpostavljamo, da se pri napihovanju balon (krogla) s tanko steno preslika v drugo kroglo 
z drugačno prostornino. Izberemo si točko, kjer bazni vektorji sferičnega koordinatnega 
sistema 𝒆𝑟, 𝒆𝜑, 𝒆𝜃 sovpadajo z baznimi vektorji kartezičnega koordinatnega sistema 𝒆𝑥, 𝒆𝑦, 




Slika 2.4: Bazni vektorji kartezičnega in sferičnega koordinatnega sistema. Slika a) v 3D-prostoru, slika 
b) v ravnini xz ter označenim začetnim obsegom začetnega balona oranžne barve s polmerom R in 
končnim obsegom modrega balona s polmerom r. 




𝑑𝑿 predstavlja infinitezimalno majhen vektor v nedeformiranem oz. začetnem stanju balona. 
Če ga pomnožimo z deformacijskim gradientom 𝑭, dobimo vektor v deformiranem stanju 
𝑑𝒙: 
𝑭 matematično ponazarja 3 x 3 matriko (enačba (2.2)). Strižnih deformacij, ki spreminjajo 
obliko telesa, nimamo, saj imamo na začetku in na koncu kroglo, zato je matrika diagonalna. 
𝜆𝑥, 𝜆𝑦, 𝜆𝑧, 𝜆𝑟, 𝜆𝜑, 𝜆𝜃 pa predstavljajo raztezanje v smeri indeksa.  
 
Iz enačbe (2.1) pri homogenem deformacijskem stanju sledi:  
 
Ker imamo nestisljiv material, velja izraz (2.5), iz katerega potem sledi (2.6). 
 
Na podlagi enačbe (2.6) izrazimo manjkajočo vrednost 𝜆𝑟: 
 
Sedaj lahko deformacijski gradient zapišemo kot: 
 
  
𝑑𝒙 = 𝑭 ∙ 𝑑𝑿 (2.1) 
























= 𝜆𝑦 = 𝜆𝜃 =  𝜆 (2.4) 
det𝑭 = 1 (2.5) 
𝜆𝑟 ∙ 𝜆𝜑 ∙ 𝜆𝜃 = 1 (2.6) 
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Po Mooney-Rivlinovem modelu lahko napetosti izračunamo kot [4]: 
 
𝐶1 in 𝐶2 predstavljata materialni konstanti, 𝑩 je enak zmnožku deformacijskega gradienta in 
transponiranega deformacijskega gradienta (2.10), 𝑩−1 je enak inverzu matrike 𝑩 (2.11) in 
𝜂 je Langrageov množitelj: 
 
Tako dobimo povezavo med napetostmi in deformacijami/raztegom: 
 
Enačbe (2.15)–(2.17) so statične ravnovesne enačbe v sferičnem koordinatnem sistemu [5], 
kjer so strižne napetosti enake 0, upoštevamo pa tudi, da sta normalni napetosti v 
tangencialnih smereh enaki (𝜎𝜑𝜑 = 𝜎𝜃𝜃).  
 
𝝈 = 2𝐶1𝑩 − 2𝐶2𝑩
−1 + 𝜂𝑰 (2.9) 


















𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝑥𝑥 = 2𝐶1𝜆
−4 − 2𝐶2𝜆
4 + 𝜂 (2.12) 
𝜎𝜑𝜑 = 𝜎𝑦𝑦 = 2𝐶1𝜆
2 − 2𝐶2𝜆
−2 + 𝜂 (2.13) 
𝜎𝜃𝜃 = 𝜎𝑧𝑧 = 2𝐶1𝜆
2 − 2𝐶2𝜆



















= 0 (2.17) 
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𝜎𝜃𝜃 in 𝜎𝜑𝜑 sta konstanti, enačbi (2.16) in (2.17) sta s tem izpolnjeni. Tako nam za nadaljnjo 
obravnavo ostane le enačba (2.15). V slednjo vstavimo enačbi (2.12) in (2.13) ter tako 
dobimo izraz (2.18). 
 
V balonu (enačba 2.19) imamo absolutni tlak  𝑝𝑛, okoli njega pa normalni zračni tlak  𝑝𝑧 (ta 
je v našem primeru enak atmosferskemu tlaku ≈ 1 bar). 
 
Δ𝑝 pa predstavlja relativen tlak oz. nadtlak v balonu, ki je enak enačbi (2.20). 
 
V zgornji enačbi 𝑎 in 𝑏 predstavljata notranji in zunanji polmer balona v deformiranem 
stanju. Ker imamo opravka s tanko lupino, lahko predpostavimo, da so napetosti in 
deformacije konstantne po debelini stene. Sledi:  
 
Kjer 𝑑𝑇 predstavlja debelino stene (𝐴 in 𝐵 predstavljata notranji in zunanji polmer balona v 
nedeformiranem stanju): 
 
Če iz enačbe (2.3) izrazimo 𝑟 in vstavimo v enačbo (2.21), dobimo končno enačbo za tlak v 
balonu (2.23). 
 
Če zapis še nekoliko preuredimo, dobimo enačbo (2.24). Nadtlak v balonu je tako označen 
s 𝑝, 𝛿𝑖 pa predstavlja parameter debeline stene.  
𝑝 = 4𝛿 (𝐶1(𝜆









−4 − 𝜆2) + 2𝐶2(𝜆
−2 − 𝜆4)) = 0 (2.18) 
Δ𝑝 = 𝑝𝑛 − 𝑝𝑧 (2.19) 




−4 − 𝜆2) + 𝐶2(𝜆








2 − 𝜆−4) + 𝐶2(𝜆








Δ𝑝 = 4((𝐵 − 𝐴)/𝑅)(𝐶1(𝜆
−1 − 𝜆−7) + 𝐶2(𝜆−𝜆
−5)) (2.23) 
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2.2.2 Hagen-Poiseuillov zakon 
Kadar imamo dva povezana balona, med katerima lahko pride do izmenjave fluida/zraka, 
slednji potuje od enega do drugega balona, dokler se tlak ne ustali oz. je pretok enak nič. Ta 
pojav popišemo s Hagen-Poiseuillovim zakonom. Po tem zakonu je tlačni padec ∆𝑝, kjer je 







Predpostavke enačbe so: 
 
 da je tekočina nestisljiva in newtonska (npr. voda, zrak),   
 da je tok laminaren (slika 2.5) ter  
 da fluid teče skozi cilindrično cev konstantnega preseka.  
 
Presek mora biti bistveno manjši od dolžine cevi. Enačbo (2.24) se lahko uporablja tudi za 




Slika 2.5: Cev, ki prikazuje laminarni tok. V centru so tokovnice z največjo hitrostjo, ki nato z 
oddaljenostjo padajo [6]. 
 
Enačba ne velja blizu vhoda v cev. Nizka viskoznost ali široka cev lahko povzroči 
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2.4 Dva povezana balona 
2.4.1 Ravnovesna stanja 
Dva povezana balona z različnima polmeroma (r1 in r2), ki imata možnost izmenjave zraka, 
sta v ravnovesju, kadar imata enak tlak. Enaka vrednost tlaka lahko pripada trem različnim 
vrednostim polmera. Slika 2.6 prikazuje te primere in na podlagi tega vidimo, da lahko 




Slika 2.6: Šest kombinacij, kjer imata balona enak tlak, ni pa nujno, da tudi radij [8]. 
 
Niso pa vse kombinacije stabilne. Stabilnost razumemo kot zmožnost, da ostane sistem v 
ravnovesju kljub manjši motnji. To motnjo lahko predstavlja v našem primeru majhen padec 
tlaka v enem balonu. Nestabilen sistem pa se bo ob tej isti manjši motnji izmaknil iz 
ravnovesja in iskal drugo ravnovesno stanje, ki je lahko zelo daleč od začetnega. 
 
Stabilnost je odvisna od tega, kje na krivulji se posamezen balon nahaja v končnem stanju 
in kakšen naklon ima. Na sliki 2.7:  je prikazan odsek grafa tlak-volumen za balone, kjer je 
naklon naraščajoče in padajoče premice drugačen. Oranžni premici pripada kot 𝛼1, modri pa 
𝛼2, kjer velja 𝛼1 > 𝛼2. Zamislimo si, da imamo balon 1 in 2 ter da imata enak tlak v točkah, 
ki sta na grafu označeni s črno barvo.  
 




Slika 2.7: Graf, ki prikazuje različna kota krivulje s pozitivnim in negativnim naklonom, kjer velja 𝛼1 > 𝛼2. 
 
Če v sistem vnesemo manjšo motnjo (slika 2.8), npr. izmaknemo točko 2 malenkost višje, 
smo za trenutek stisnili balon 2. Točka bo potovala po premici navzgor, balon bo oddal 
manjši volumen. Balonu 1 se mora prostornina povečati za točno toliko, kot ga je balon 2 
oddal. Tako prideta balona do točki, ki sta označeni z rdečo barvo (slika 2.8). Vidimo, da 
ima rdeča točka 1 višji tlak. Ker balona tako nista v ravnovesju, zopet težita k temu, da bi ga 
dosegla. Balon 1, ki ima večji tlak, bo oddal volumen in se pomikal nazaj po premici navzdol 
oz. v levo smer, balon 2 pa bo volumen sprejel in se tudi pomaknil po premici navzdol oz. v 





Slika 2.8: Prikaz manjše motnje v pretiranem merilu za 𝛼1 > 𝛼2. 
 




V isti sistem vnesemo manjšo motnjo (slika 2.9) na balon 1 tako, da v njem zmanjšamo tlak 
oz. premaknemo točko 1 po oranžni premici navzdol. Balonu se zmanjšata volumen in tlak. 
Balonu 2 pa se volumen poveča in zmanjša tlak. S tem pridemo do rdečih točk, ki prikazujejo 
to vmesno stanje (slika 2.9). Sedaj ima balon 2 večji tlak. Ker zrak potuje iz balona z večjim 
tlakom proti tistemu z manjšim, balon 2 odda volumen, hkrati pa se mu tlak zviša. Balon 1 
sprejme ta volumen in tlak v njem se poveča. Obe rdeči točki se gibljeta proti začetnima 
črnima točkama. Ker ima oranžna premica večji naklon od modre, bo rdeča točka 1 »ujela« 
točko 2 in zopet bosta v ravnovesju. Iz tega sledi, da kadar imamo primer, kjer je 𝛼1 > 𝛼2, 




Slika 2.9: Prikaz manjše motnje v pretiranem merilu za 𝛼1 > 𝛼2. 
 
Na sliki 2.10 je prikazan graf, kjer je naklon oranžne premice manjši od naklona modre 
(𝛼1 < 𝛼2). Začetno ravnovesno stanje, kjer je tlak enak, je označeno s črno barvo. Če v tem 
primeru premaknemo točko 2 višje, se balonu 2 zmanjša volumen, prvemu balonu pa se 
poveča. Končni stanji sta označeni z rdečo (slika 2.11). V tem primeru imamo višji tlak na 
krivulji z negativnim naklonom. 
 
 




Slika 2.10: Graf, ki prikazuje različna kota krivulje s pozitivnim in negativnim naklonom, kjer velja 𝛼1 < 𝛼2. 
 
Balona zopet težita k temu, da bi dosegla enak tlak. Balon 2 odda volumen in se pomika po 
premici navzgor oz. v levo smer. Balon 1, ki ta volumen sprejme, se pomika po krivulji 
navzgor oz. v desno smer. Ker je modra premica nagnjena pod večjim kotom kot oranžna, 
se točka 2 po premici premika »hitreje«. To je razlog, da se točki nikoli ne ujameta in ne 
dosežeta ravnovesnega stanja. Enaka tlaka dosežeta le, če točka 2 preskoči na odsek krivulje 




Slika 2.11: Prikaz manjše motnje v pretiranem merilu za 𝛼1 < 𝛼2. 
 
Če zmanjšamo volumen balonu 1 (slika 2.12) se zveča prostornina drugemu balonu in ta ima 
na koncu manjši tlak. Posledično bo balon 1 začel oddajati volumen in točka se bo pomikala 
stran od začetne ravnovesne lege. Prav tako se bo točka 2 pomikala stran od začetne 
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ravnovesne lege oz. po modri premici navzdol. To pa se dogaja toliko časa, dokler ne 
dosežeta ravnotežnega stanja nekje drugje. Zaradi razlik v naklonu se to nikoli ne zgodi na 
teh dveh premicah, ampak točka 2 preskoči na odsek krivulje z drugačnim naklonom, kjer 




Slika 2.12: Prikaz manjše motnje v pretiranem merilu za 𝛼1 < 𝛼2
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3 Metodologija raziskave 
Zanimajo nas različne ravnovesne kombinacije končnih stanj, dosežene po tem, ko imata 
dva povezana balona na začetku drugačen tlak. Za začetek potrebujemo karakteristično 
krivuljo tlak-volumen enega balona.  
 
3.1 Karakteristike enega balona 
3.1.1 Postavitev eksperimentalnega mesta in merjenje 
Sprva smo v laboratoriju LANEM postavili eksperimentalno mesto, ki je vsebovalo (sliki 
3.1 in 3.2): 
 
a) stojalo in primež;  
b) fotoaparat Nikon D5600; 
c) merilnik tlaka Endress-Hauser-PMD75;  
d) cevke, kupljene pri podjetju Festo (modre 8 × 1,25 mm in črne 6 × 1 mm); 
e) balone; 















Slika 3.2: Eksperimentalno mesto, kjer smo merili tlak v balonu in za izračun volumna poslikali 
stanje balona pri nekem tlaku. 
3 Metodologija raziskave 
17 
 
Vsi baloni so bili kupljeni v trgovini TEDI, prodajne znamke »Let's party«. Pomerili smo 
debelino stene balonov, ki je znašala 0,21 mm, in začetni polmer, ko je balon napolnjen z zrakom 
le toliko, da še nima napetih sten oz. v njem ni bilo nadtlaka. Ta polmer je znašal 25 mm. 
 
Za ozadje smo postavili belo podlago, da je balon čim bolj izstopal in je bila nadaljnja 
obravnava posnetih fotografij lažja. Na začetku smo pomerili karakteristiko enega balona. 
Balon smo vpeli v primež in ga napolnili z zrakom do želene oblike oz. približno do tlaka 
30 mbar, saj je pri večjih tlakih balon iz elipsoidne prešel v težje opisljivo hruškasto obliko. 
 
Ob doseženem tlaku oz. napolnjenem balonu smo zaprli ventil, da je zrak ostal v balonu, ter 
pomerili začetni tlak in slikali začetno stanje balona. Nato smo po korakih spuščali zrak, da 
je balon spremenil volumen. Hkrati smo odčitavali tlak in slikali stanje balona. Tako smo na 
vsakem balonu opravili 33 meritev in to ponovili na petih balonih, da smo dobili čim več 
izmerjenih točk in krivuljo, ki dobro popiše njihovo karakteristiko.  
 
3.1.2 Določitev volumna balona 
3.1.2.1 Elipsoid 
Sledila je obdelava slik s pomočjo programa ImageJ (slika 3.3), kjer smo balonu glede na 
njegovo velikost priredili najbolj ujemajočo elipso. Ker je balon rotirajoče telo, smo na 




Slika 3.3: Merjenje volumna s pomočjo ploščine elipse. 





3.1.2.2 Egg tool  
Z obdelavo slik, narejeno s programom ImageJ in s pomočjo orodja Egg tool, ki ga je 
sprogramiral Jolyon Troscianko [9], smo lahko volumne še nekoliko natančneje izračunali. 
Volumni s pomočjo tega orodja so od izračunanega volumna na podlagi elipse oz. po 
elipsoidu odstopali tudi do 15 %, zato smo za nadaljnjo analizo uporabljali rezultate tega 
programa. 
 
Program deluje po enačbi (3.1), ki podaja radij balona v odvisnosti od koordinate 𝑥 (slika 
3.4). Spremenljivka 𝐿 je dolžina balona, 𝑎 opisuje širino elipse, 𝑏 in 𝑐 pa sta parametra oblike 




Slika 3.4: Oblika telesa podana z enačbo (3.1Napaka! Vira sklicevanja ni bilo mogoče najti.) [9]. 
 
 
Nato se metoda najmanjših kvadratov uporabi za prileganje modela na robove balona, ki 
zahteva izbiro točk na sliki, izbranih na dnu in na vrhu balona, in najmanj tri dodatne točke 
na vsaki strani (slika 3.5). Torej moramo izbrati minimalno osem točk. Ko program označi 































Slika 3.5: Določitev volumna z orodjem Egg tool. 
 
3.1.3 Določitev materialnih konstant 
Na podlagi meritev smo dobili krivuljo tlak-volumen. Določiti pa je treba še materialne 
lastnosti. Enačba (3.2) definira tlak v posameznem i-tem balonu (v enačbi sumacijski 
dogovor ne upoštevamo). 
𝑃𝑖 = 4𝛿𝑖 (𝐶1𝑖(𝜆𝑖
−1 − 𝜆𝑖
−7) + 𝐶2𝑖(𝜆𝑖 − 𝜆𝑖
−5)) (3.2) 
 
𝐶1𝑖, 𝐶2𝑖 predstavljajo materialne parametre, 𝛿𝑖 parameter debeline stene (3.3) in 𝜆𝑖  
tangencialni razteg (3.4), pri čemer je indeks i = {1, 2} in označuje balona. 
 












𝑟𝑖 ponazarja trenutni zunanji polmer i-tega balona, 𝑅𝑖 pa začetni zunanji polmer i-tega 
balona. Če imamo balon, ki ima v nedeformiranem stanju zunanji polmer 𝐵 in notranji 
polmer 𝐴, je 𝛿𝑖 enaka enačbi ((3.4)). Za tanke balone je 𝛿 tudi približno enak (𝐵 − 𝐴)/𝐵 oz. 
(𝐵 − 𝐴)/(0,5(𝐵 + 𝐴)). 
 
Konstanti 𝐶1𝑖 in 𝐶2𝑖 predstavljata materialna parametra v t. i. Mooney-Rivlinovem modelu. 
Te konstante so odvisne od materialnih lastnosti. Če sta balona iz enakega materiala, imata 
enaki konstanti in ju lahko zapišemo kot 𝐶1 in 𝐶2. Za balone iz gume se velikokrat uporablja 
približne vrednosti 𝐶1 = 0,15 MPa in 𝐶2 = 0,015 MPa [6]. Za začetek jih bomo uporabili 
tudi v našem primeru. 
 
S pomočjo programa Mathematica smo nato določili ti dve konstanti, in sicer tako, da smo 





Slika 3.6: Rdeča krivulja ponazarja teoretično modelirano (izhaja iz enačbe (3.2) in določenih 
konstant), modra krivulja pa ponazarja izmerjene vrednosti. 
Modra krivulja na sliki 3.6 je rezultat eksperimenta (glej tudi poglavje 4), rdeča pa je 
teoretično modelirana. V prvem delu je ujemanje dobro vse do prvega vrha. Kasneje pa pride 
do večjih odstopanj približno pri polmeru 80 mm. Razlogov za to je več. Do napake je lahko 
prišlo pri merjenju volumna s slik, zaradi nenatančnega označevanja roba balona, tudi 
metoda računanja volumna ima neko napako. Kriv je lahko morebitni zamik slikanja balona 
in odčitavanja tlaka. Tudi materialni model Money-Rivlin morda ni bil najbolj ustrezen. Pri 
teoretični krivulji pa smo že v začetku predpostavili, da je balon sfera, čeprav v večini 
primerov ni. Najboljše ujemanje smo dobili pri vrednostih 𝐶1 = 0,10 MPa in 𝐶2 = 0,010 
MPa.  
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3.2 Dva povezana balona 
3.2.1 Postavitev eksperimentalnega mesta in merjenje 
V naslednjem koraku smo med seboj zvezali dva balona. Napihnjena sta bila na različni 
začetni vrednost tlaka. Ob odprtju ventila pa je zrak prosto tekel med njima, dokler ni bilo 
doseženo ravnovesno stanje. Uporabljena oprema je bila enaka kot pri eksperimentu z enim 
balonom, le da smo potrebovali več cevi za povezovanje, dva T-spoja in še en merilec tlaka 




Slika 3.7: Eksperimentalno mesto za merjenje karakteristik stanj dveh povezanih balonov. 
 
Postopek merjenja je bil zelo podoben kot pri meritvah z enim balonom. Balona smo 
napolnili z zrakom do različnih tlakov. Posneli smo sliko začetnega stanja in zapisali njun 
začetni tlak. Nato smo ventil odprli in dopustili pretok zraka med balonoma, da se je tlak 
izenačil. Ob izenačitvi smo ponovno posneli sliko. 
 
Analiza slik je potekala z ImageJ in orodjem Egg tool. Tako smo dobili vrednosti oz. stanja 
obeh balonov na začetku in na koncu – po izenačitvi tlaka v obeh balonih. 
 
3.2.2 Pretok zraka 
Ko smo odprli ventil, je zrak potoval iz enega balona v drugega. To se zgodi v kratkem času. 
V programu Wolfram Mathematica 11.3 smo izpisali kodo, ki je računala pretok oz. 
spremembo volumna po času in tlaka do ustalitve. 





Slika 3.8: Povezana balona in predstavitev smeri pretoka zraka; Q – pretok, L – dolžina cevi z 
ventilom, r1 – polmer levega balona, r2– polmer desnega balona, p1– tlak levega balona, p2 – tlak 
desnega balona, pz – okoliški tlak, r – polmer cevi, k – upor skozi cev in ventil. 
Na sliki 3.8 je shematsko prikazano sistem dveh balonov, povezanih s cevko, označeni so 
parametri in način, kako smo predpostavili smeri pretokov. 
 
Najprej programu dodelimo podatke, ki so že znani. To so konstanti 𝐶1 in 𝐶2, upor cevi 𝑘, 
začetni polmer balonov 𝑅, debelina balonov 𝑑, časovni korak 𝑑𝑡, volumen prvega 𝑉𝑧1 in 
drugega balona 𝑉𝑧2 ter iz tega izračunana trenutna polmera 𝑅1 in 𝑅2 (slika 3.9). 




Slika 3.9: Izrez kode iz programa – podatki. 
 
Ker poznamo radij balona, lahko izračunamo 𝜆, iz te pa posledično tlak v balonu. Uporabili 
smo If stavek. Če je 𝜆 manjša od 1, potem je tlak enak nič, v nasprotnem primeru pa izračuna 
tlak po enačbi (3.2). Izračunane vrednosti shranjuje v seznam z imenom podatki (slika 3.10).  






Slika 3.10: Izrez kode iz programa – If stavek. 
 
Vse skupaj smo združili v Do zanko, kjer nam po dobljenih tlakih izračuna še pretok ter nov 
radij in tlak v nekem časovnem trenutku. Ta zanka se izvaja toliko časa, dokler razlika tlakov 
𝑝1 in 𝑝2 ni manjša od 10-7 mbar. Takrat predpostavi, da se je tlak ustalil (slika 3.11). Vse 




Slika 3.11: Izrez kode iz programa – Do zanka. 




Opisani algoritem je ekspliciten in pri prevelikem časovnem koraku ni stabilen, zato je treba 
paziti, da je časovni korak ustrezno majhen. S pomočjo pretoka in časovnega koraka dobimo 
volumen (enačba (3.5)), ki se je v tem času izmenjal. 
𝑑𝑉𝑖 = ±𝑄 ∗ ∆𝑡 (3.5) 
 
Nov volumen dobimo tako, da prištejemo ali odštejemo dV, odvisno od tega, ali balon 
volumen pridobi ali izgubi, enačba (3.6). 
𝑉𝑛𝑜𝑣𝑖 = 𝑉𝑧𝑎č𝑒𝑡𝑛𝑖 ± 𝑑𝑉𝑖 (3.6) 
 
Da nam ne bi shranjevalo preveč podatkov, smo na koncu zanke zapisali še, kateri podatek 
naj shrani v seznam. Z If stavkom smo zapisali še pogoj za prenehanje računanja in zapis, 
da vemo, da se je izračun zaustavil (slika 3.12). Števec Do zanke nam pove, kolikokrat naj 




Slika 3.12: Izrez kode iz programa – Do zanka do konca. 
 
Nazadnje smo iz shranjenih podatkov izrisali graf tlaka v odvisnosti od časa.  




Slika 3.13: Izrez kode iz programa – grafični prikaz tlaka v odvisnosti od časa za podatke s slike 3.9. 
Spreminjanje tlaka pri začetnem volumnu 𝑉𝑧1 = 0,1 ∙ 106 mm3 in 𝑉𝑧2 = 0,08 ∙ 106 mm3 
 
Za lažjo predstavo, kje na karakteristični krivulji sta se nahajala balona, smo izrisali graf na 
sliki 3.14. Osenčena krivulja prikazuje območje znotraj katerega se nahajajo izmerjene 
krivulje (glej poglavje 4). Oba balona sta se na začetku nahajala na pozitivnem naklonu 
krivulje in dosegla ravnotežno stanje. Na sliki 3.13 se vidi, da obema balonoma skoraj 




Slika 3.14: Prikaz začetnega in končnega stanja balonov na karakteristični krivulji, primer s slike 3.13. 
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Ker je teoretična krivulja uporabna samo do premera 80 mm, je smiselno s kodo v 
Mathematici obravnavati samo balone do tega polmera. Slika 3.15 prikazuje spremembo 




Slika 3.15: Spreminjanje tlaka pri začetnem volumnu 𝑉𝑧1 = 0,09 ∙ 106 mm3 in 𝑉𝑧2 = 0,2 ∙ 106 
mm3 (ostali začetni podatki so enaki).  
 
Tlak prvega balona se je bistveno bolj spremenil kot pri drugem. Prikaz začetnih in končnih 
stanj prikazuje slika 3.16. 
 
 
Slika 3.16: Prikaz začetnega in končnega stanja balonov na karakteristični krivulji, primer s slike 3.15.
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4 Rezultati in diskusija 
4.1 Karakteristike enega balona 
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Iz istega paketa smo naključno izbrali pet balonov. Pričakovati je, da ne morejo biti baloni 
identični, zato pride do odstopanj. Graf se glede na obliko ujema s teoretično. Ima značilen 
prevoj krivulje, ki se nato le še dviguje. Opazno je, da so vrednosti prvih štirih balonov zelo 
blizu, zadnja, peta meritev pa nekoliko odstopa v zadnjem delu.  
 
4.2 Dva povezana balona 
Tudi pri dveh povezanih balonih smo merili tlak in volumen, in sicer pred in po odprtju 
ventila. Kot smo zapisali v teoriji, imamo šest kombinacij stanj (slika 2.6), kjer imata balona 
enak tlak, vendar niso vsa ta stanja stabilna.  
 
Pri meritvah smo torej dobili skoraj vse različne kombinacije stanj, vsaj tista, ki so bila 
možna. Prikazan je le en primer za vsako stanje, in sicer tisti, ki je bil najbolj reprezentativen.  
 
Točke stanj balonov se ne nahajajo vedno na krivulji, zato ker niso merjeni na istem balonu, 
torej so njegove karakteristike lahko malo drugačne. To je tudi razlog, da je karakteristična 
krivulja osenčena, saj predstavlja približno območje znotraj katerega se nahajajo izmerjene 
krivulje.  
 
4.2.1 Stanje a) 
Pri tem stanju se oba balona nahajata na prvem delu krivulje s pozitivnim naklonom. Ker 
zrak vedno prehaja iz balona z višjim tlakom v balon z nižjim, se bolj napihnjenemu balonu 
(oranžno obarvana točka na sliki 4.2) volumen zmanjšuje, zaradi česar tudi tlak v njem pada. 
Balon tako potuje levo po krivulji. Manj napihnjenemu balonu (rdeče obarvana točka) se 




Slika 4.2: Oranžna točka – začetno stanje 1. balona, rdeča točka – začetno stanje 2. balona, zelena 
točka – končno stanje obeh balonov. 
Tako potujeta eden proti drugemu, dokler ne dosežeta istega tlaka in dosežeta ravnovesno 
točko (zelena točka). Posledično se bo njuno končno stanje nahajalo nekje vmes. To stanje 
je stabilno, saj se kljub manjši motnji ustali v začetno ravnovesno lego, vendar ga pri naših 
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meritvah nismo mogli doseči, saj so bili radiji balonov že premajhni za dovolj natančne 
meritve.   
 
4.2.2 Stanje b) 
Tudi stanje b) sodi pod stabilno. To stanje lahko dosežemo na več različnih načinov npr.: 
 
 začetni stanji obeh balonov se nahajata na delu krivulje tlak-volumen z negativnim 
naklonom. Obema se »simetrično« zmanjša tlak. Balonu z večjim volumnom 
(oranžna točka na sliki 4.3, desno) in nižjim tlakom se tlak zmanjša, prostornina pa 
poveča. Pomakne se desno po padajoči krivulji. Balonu z nižjim volumnom (rdeča 
točka) in višjim tlakom se znižata tlak in prostornina. Potuje po levem delu krivulje 
oz. se pomakne na začetni del krivulje s pozitivnim naklonom. Stabilno stanje je 
doseženo, ko imata oba enako vrednost tlaka, vendar je to doseženo v dveh različnih 
točkah, ne v eni, kot je bilo v primeru a).  
 
 en balon se pomika vzdolž padajočega dela krivulje, drugi pa po naraščajočem delu. 
Balonu z višjim volumnom (oranžna točka na sliki 4.3, levo) se volumen zniža in 
hkrati poviša tlak. Povzpne se po delu krivulje z negativnim naklonom oz. se pomika 
v levo smer. Balonu z nižjim volumnom se tlak in prostornina zvečata. Prestavi se 
po krivulji navzgor oz. v desno smer. Stabilno stanje dobimo v dveh točkah pri enaki 
vrednosti tlaka. 
 
V obeh primerih je to stabilno stanje, ker se ena končna točka nahaja na delu krivulje s 





Slika 4.3: Oranžna točka – začetno stanje 1. balona, rdeča točka – začetno stanje 2. balona, zelena 
točka – končno stanje obeh balonov. 
 
Pri eksperimentu nam je uspelo prikazati stabilno stanje b), ko sta oba balona na začetku na 
delu krivulje z negativnim naklonom (slika 4.4). 
 
 




Slika 4.4: Eksperimentalni prikaz stanja b). 
 
4.2.3 Stanje c) 
Ta primer zopet lahko dosežemo na več načinov npr., tako da se: 
 
 balona pomikata po padajočem delu krivulje z negativnim naklonom. Balonu z 
večjim volumnom (oranžna točka na sliki 4.5, zgornji graf) in nižjim tlakom se obe 
komponenti zvečata. Pomakne se desno po grafu iz padajočega dela na del krivulje s  
pozitivnim naklonom z manjšim naklonskim kotom kot v primeru b). Balonu z nižjim 
volumnom (rdeča točka) in višjim tlakom se znižata tlak in prostornina, potuje po 
levem delu krivulje oz. se pomakne na začetni del krivulje s pozitivnim naklonom. 
Stabilno stanje je doseženo, ko imata oba enako vrednost tlaka, vendar je to ponovno 
doseženo v dveh različnih stanjih; 
 
 en balon se pomika navzdol po prvem naraščajočem delu krivulje, drugi navzgor po 
drugem naraščajočem delu. Balonu z večjim volumnom (oranžna točka na sliki 4.5, 
spodnji graf) in nižjim tlakom se prostornina in tlak povišata, povzpne se po krivulji 
navzgor oz. premakne desno. Drugemu balonu z manjšo prostornino in višjim tlakom 
se obe komponenti znižata, pomakne se levo po grafu.  
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Kot že omenjeno, je stanje c) stabilno. Ta primer je nekoliko podoben primeru a), saj sta 




Slika 4.5: Oranžna točka – začetno stanje 1. balona, rdeča točka – začetno stanje 2. balona, zelena 
točka – končno stanje obeh balonov. 
 
Končno kombinacijo c) nam je uspelo doseči (slika 4.6), vendar se začetni stanji balonov ne 
nahajata na krivuljah, kot sta prikazani na sliki 4.5.  
 
 
Slika 4.6: Eksperimentalni prikaz stanja c). 




4.2.4 Stanje d) 
Situacija d) je »najbolj nestabilna«. Na sliki 4.7 imamo z zeleno točko prikazano stanje, ko 
imata oba balona enak tlak, sta v ravnovesju. Če pride v balonu 1 ali 2 do kakršne koli 
motnje, se točki izmakneta. Balon z višjim tlakom (na sliki 4.7 je to rdeča točka) odda 
volumen in se pomika navzgor po premici, balon z nižjim tlakom (na sliki 4.7 je to oranžna 
točka) pa ta volumen sprejme ter se pomika v obratni smeri. Točki se začneta oddaljevati in 
iščeta stabilno stanje drugje na krivulji. Ker je to stanje nestabilno, ga je eksperimentalno 
nemogoče doseči.  
 
 
Slika 4.7: Oranžna točka – vmesno stanje 1. balona, rdeča točka – vmesno stanje 2. balona, zelena 
točka – nestabilno ravnovesno stanje. 
4.2.5 Stanje e) 
Tako tako kot stanje d) je tudi stanje e) nestabilno. Ko dosežeta balona enak tlak, je eden na 
negativnem, drugi pa na pozitivnem naklonu krivulje, slednji z manjšim naklonom. Razlog 
za nestabilnost pa je prav različen naklon oz. večji naklon padajoče premice od naraščajoče 
(razlaga v poglavju 2.5.1 Ravnotežna stanja). Balona ob manjši motnji iščeta drugo 




Slika 4.8: Oranžna točka – začetno stanje 1. balona, rdeča točka – začetno stanje 2. balona, zelena 
točka – nestabilno ravnovesno stanje. 
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Primer, ki smo ga dobili z eksperimentom, je bil stabilen, saj ga v nasprotnem primeru ne bi 
mogli zajeti. Graf karakteristike tlak-volumen je sestavljen iz več odsekov z različnimi 
naklonskimi koti, glej sliko 4.10. Tako se nahaja končno stanje 1. balona na padajočem delu 
krivulje, ki ima manjši naklonski kot od naraščajočega dela krivulje, na kateri se nahaja 
končno stanje 2. balona.        
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4.2.7 Stanje f) 
Zadnje stanje, ki je stabilno, pa je stanje f). Podobno je stanju a), le na drugem delu krivulje 
s pozitivnim naklonom. Balonu z večjim tlakom se bosta zmanjšala tlak in volumen. 
Drugemu se bo zgodilo obratno, povečala se bosta tlak in volumen. Tako se bo njuno končno 
stanje nahajalo nekje vmes. Z razliko od primera a) pa smo to stanje pri eksperimentu lahko 




Slika 4.11: Oranžna točka – začetno stanje 1. balona, rdeča točka – začetno stanje 2. balona, zelena 








Zasnovali smo eksperimentalno mesto z dvema balonoma, ki imata na začetku različen tlak. 
Izmerili smo volumen in pretok zraka med njima. Pokazali smo, katera stanja, ko imata 
balona enak tlak, so stabilna in katera ne ter grafično prikazali zakaj. Napisali smo program, 
ki računa in grafično prikaže spremembo tlaka v posameznem balonu. 
 
Po meritvah in teoretični analizi pridemo do zaključka, da imamo stabilno ravnovesno stanje 
med balonoma, kadar se končna stanja balonov nahajajo na: 
 
 istem naraščajočem delu krivulje s pozitivnim naklonom, 
 različnem naraščajočem delu krivulje s pozitivnim naklonom, 
 delu krivulje s pozitivnim in z negativnim naklonom, pod pogojem, da ima 
naraščajoči del krivulje večji naklonski kot od padajočega dela. 
 
V tem delu smo obravnavali stanje oz. stabilnost dveh balonov. Zanimivo bi bilo raziskati 
stabilna stanja za poljubno število balonov, zvezanih na poljubne načine. Če pihamo zrak v 
sistem zvezanih balonov, bi bilo zanimivo raziskati, kateri se napihne najprej, kateri 
naslednji, kaj se dogaja z napihnjenimi baloni, ali je ta pojav naključen ali odvisen od 
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